Posiciones relativas de dos rectas

Rectas definidas por sus ecuaciones implicitas

r

Ax +By+Cz+0 =0 s Ax+By+Cz+0, =0
Ax + By +C,z+0,=10 Ax+By+C,z+0,=0

Si:
r = rango de la matriz de los coeficientes.
r'=rango de la matriz ampliada.

Las posiciones relativas de dos rectas vienen dadas por la siguiente tabla:

Posicion r r
Se cruzan 3 4
Secantes 3 3
Paralelas 2 3
Coincidentes 2 2

Rectas definidas por un punto y un vector

Si la recta r viene determinada por A(xy,v1,21) YU = (uqg,uy, u3) ylarectas por B(x,,v,,2,) Y
¥ = (vq, 2, 13), la posicion relativa de r y s viene dada por la posicion de AB u y v

. U Uz us .
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Ejemplos

Hallar la posiciéon relativa de las rectasry s.

=1 v z-1 I z
1 1 1 -1 -1

En primer lugar se pasan las ecuaciones continuas a ecuaciones implicitas.

-2y -1=0
y-—z+1=10
¥+ y=10
¥+ z=10

Hallamos el rango de la matriz de los coeficientes.
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é‘fol 1 -2 0
M‘=1 X 'D 0 1 -1/=0 r=73
1 1 0
1 0 1

1 -2 0 |1 1 -2 0 1
M o 1 -1 -1 o1 -1 _1;&0 r_a
1 1 O 0 1 1 © 0
1 o 1 0 1 0 1 0
Comparamos los rangos
Las dos rectas se cruzan.
5 . X+y+Z-3=0 SE)(—1=y—1=.z—1
2x—-vw+z-2=0 = 1 3
X+v+7z-3=0
2x-yv+z-2=0
¥-—2v+1=10
Sx—Z2z-1=0
; 11 1 1 1 1
P = . _2 5 2 -1 1|=0 r=73
- -2 0
3 0O =2
i 1 1 = i 1 1 =
i 2 -1 1 =z = -1 1 2=D o
1 -2 0 -1 1 -2 0 -1
3 0 -2 1 = 0 -2 1

Las dos rectas son secantes.

Posiciones relativas de una recta vy un plano

1. La recta viene definida por dos planos secantes

Ax+By+Cz+0 =0

el plano t=s Ax+By+C.z+0,=0
AX + By + Coz 4Dy =0 yerp X+ Bay + CaZt Bs

Sea la recta r E{



Para estudiar la posicion relativa de la recta y el plano discutimos el sistema:

Ax+By+Cz+D =0
Ax + By +Coz+ 0, =10
Ax + By +Cz+0,=0
Si:
r = rango de la matriz de los coeficientes.

r'=rango de la matriz ampliada.

Las posiciones relativas de la recta y el plano vienen dadas por la siguiente tabla:

Posicion r r

Recta contenida en el plano 2 2
Recta y plano paralelos 2 3
Recta y plano secantes 3 3

2. La recta viene definida por un punto y un vector

Sea una recta definida por el punto A y el vector %. y un plano cuyo rector normal es 7 . Las
posiciones relativas de la rectay el plano son:

Posicion u'n A

Recta contenida en el plano =0 €n

Recta y plano paralelos =0 ¢n

Recta y plano secantes #0
r’f_ﬂ_d__da-"
L'f_ﬂ-_p
_,--"'f

— ™

Recta contenida en el plano

Recta y plano paralelos



Recta y plano secantes

Ejemplos
Hallar la posicién relativa de la recta y el plano:
X+l y oz

1. = 5 11 T=X-—2y+32+1=0

En primer lugar se pasan las ecuaciones continuas a ecuaciones implicitas.

¥—-2y =-1
yv+z=0
¥ -2y +3z2=-1

Hallamos el rango de la matriz de los coeficientes.

1 -2 0 1 -2 0
M=O 1 1 0 1 1=0 r=23
1 -2 3 1 -2 3

Determinamos el rango de la matriz ampliada.

1 -2 0 -1
M=l0 1 1 0 r'=3
1 -2 3 -1

Comparamos los rangos

La rectay el plano se cortan en un punto.

2. rs”";:f’%:zf T=-X+3y+22+5=0
¥-5Sy=1
Lo- W—F=2
M| 0

¥+ 3 +22=-5
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1 -5 0 1 1 -5 1
M=lO 1 -1 2 0O 1 2|=0 re=23
-1 3 2 -5 -1 3 -5

La rectay el plano son paralelos.

Posiciones relativas de dos planos

Dados los planos:

T, =Ax + By + Lz + D=0

T, = Ax+8Yy +Cz+0D" =0

Y sean:

r = rango de la matriz de los coeficientes.
r'=rango de la matriz ampliada.

Las posicones relativas de dos planos vienen dada por la siguiente tabla:

Posicion r r
A B i
Secantes 2 2 vy = ] = e
P lel 1 2 A = a = c - D
aralelos (ﬂ'r - Br - Cr Dr
.. A B i 0
Coincidentes 1 1 T E ST
P Z v
Secantes Paralelos Coincidentes
Ejemplos

1. Estudiar la posicion de los siguientes planos:

X+y-5z=-4
Sx —v+15z=1

M=1 1 -& M,=1 1 -5 -4
3 -1 15 3 -1 15 1



= F=2 Fl=2

11
3 -1

Como él sistema es compatible indeterminado, los dos planos son secantes , es decir, se cortan en
la recta:

X+ y=-4+5z
Jx —v=1-15z2

¥+ ¥ =-4+ 5% -Sx -3y =12-15%
Jx —w=1-15n Jx—v=1-15x
L =—-3- 103 -4y = 13- 304
‘- -3- 104
4
r=<y=_13+3m
- 4
Z=2A

2. Estudiar la posicion de los siguientes planos:

¥+yv-5z+4=0
-3x-2v+157-1=10

i 1 -5 4

337157 1

Los dos planos son paralelos.

3. Estudiar la posicién de los siguientes planos:

¥+y-5z+4=0
-3x -2y +15z-12=10

1 1 -5 4

3 3715 -12

Los dos planos son coincidentes.

Posiciones relativas de tres planos

Dados los planos:

Ax +By+Cz+D =0
Ax + By + Coz+ 0, =0
Ax +By+Cz+0,=0



Y sean:

r = rango de la matriz de los coeficientes.

r'=rango de la matriz ampliada.

Las posicones relativas de los tres planos vienen dada por la siguiente tabla:

o
3
3
A
(ﬂ'l'
2
A
i
2
A
(lﬂ'f
1

Posicion

1. Planos secantes en un punto

2.1 Planos secantes dos a dos.

2.2 Dos planos paralelos y el tercero secante.

3.1 Planos secantes Yy distintos.

3.2 Dos planos coincidentes y uno secante.

4.1 Planos paralelos y distintos dos a dos.

4.2 Planos paralelos y dos coincidentes.

5. Planos coincidentes.

1. Planos secantes en un punto

r=3, r'=3




2.1 Planos secantes dos a dos.

r=2,r=3

Los tres planos forman una superficie prismatica.

)

2.1 Dos planos paralelos y el tercero secante
r=2,r=3

Dos filas de la matriz de los coeficientes son proporcionales.

&

3.1 Planos secantes y distintos

r=2,rr=2

-

3.2 Dos planos coincidentes y uno secante
r=2,r=2

Dos filas de la matriz ampliada son proporcionales.

4




4.1 Planos paralelos y distintos dos a dos

r=1r=2

—

4.2 Planos paralelos y dos coincidentes

r=1,r=2

Dos filas de la matriz ampliada son proporcionales.

Ay
L7

5. Planos coincidentes

r=1r=1

(=

Ejemplos

Hallar la posicion relativa de los planos:

L =x+y-z+3=0

=-dx+y+4z-7=0
—2x+ 3 +2z-2=10

5 =
[
1 1

X+y—-z=-3
Ay +y+dzr =7
2K+ 3y + 2z =2

11 -1 11 -1
pM=|-4 1 4 —4 1 4[=0
2 3 2 > 3 2

r=72
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1 1 -1 -3 1 1 -3
M=l-4 1 4 7 -4 1 7|=0 r'=23
-2 3 2 2 -2 3 2

Los tres planos son secantes dos a dos y forman una superficie prismatica.

2. =2y -3y+4dz-1=0
T,=X-y—-2Z+1=0

¥+ -—Z+2=0

T

e

2y —3v+4dz=1

X-y-z=-1
X +2y-zZ=-2
2 -3 4 2 -3 4

M= 1 -1 -1 1 -1 -1j=0 r=23
-1 2 -1 -1 2 -1
1 1 -1 -3

M=i-4 1 4 7 re=23
-2 3 2 2

Los tres planos Se cortan en un punto.

3. T, =2x+3¥+2-1=0
T, =X—-Y¥+Z+2=0
T,=2N -2y + 22+ 4=10
Sx+3v+z=1
X-y+z=-2
2x -2y +2r=-4
2 3 1 2 3 1
M=|1 -1 1 1 -1 1=0 r=2
2 -2 2 2 -2 2
2 3 1 1 2 3 1
M=11 -1 1 -2 1 -1 -2(=0 rt=2
2 -2 2 -4 2 -2 -4

1_
2 -2 Z -4

El segundo y tercer plano son coincidentes y el primero es secante a ellos, por tanto los tres

planos se cortan en una recta.
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Ty=2X-y¥+22+1=0
4 o, =-dx 42y -4z-2=0
T,=0x -3y +0z+1=0

2N -y +2r=-1
—dy + 2y —dr=2
Bx— v +62=-1

2 -1 2 2 -1 2 _—
pM=|-4 2 -4 4 2 -4-=0
‘—42
6 -3 6 & -3 6

2 -1 2 -1y |2 -1 2
pMa|-4 2 -4 2| |4 2 -4-0 r=2
& -3 6 -1) |6 -3 6

2 -1 2 -1

[ R

El primer y segundo plano son coincidentes y el tercero es paralelo a ellos.

Haz de planos

Haz de planos paralelos

y

/
A

Dos planos son paralelos si los coeficientes X, y, z de sus ecuaciones son proporcionales; pero no

lo son sus términos independientes.

Todos los planos paralelos a uno dado admiten una ecuacién de la forma:

Ax +By + Cz+ k=0 L eR

Ejemplo

Hallar el plano que pasa por el punto (3, —1, 2) y es paraleloa #= ¥ + 2 —~32->=0

X+2y-3z+k =0 3+2(-1)-32+k =0

¥+2y —32z2+5=0

k=5
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Haz de planos de eje r

Se llama haz de planos de eje r al conjunto de todos los planos que contienen a la recta r.

Si r viene definida por sus ecuaciones implicitas:

r

Ay + By +Cz+0=10
Ax+Byv+Cz+D'=0
la ecuacion del haz de planos de eje r nieve dada por la igualdad:
?.,[;i‘u«’ + By + CZ+D)+ |J.|[,ﬂ|','
L

Si dividimos por A y hacemos k& = T la ecuacion del haz resulta:

[Ax+By+Cz+Dj+.f<[xi‘u'x+B'y+C'z+D']=D

Ejemplo

Hallar en la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, 2;-3) y pertenece al haz de planos de
eje en la recta:

. 2y +3y-7z-9=10
x4 2y +3z42=0

2y +3y-z-9+k(-x+2y +3z+2)=0
BE+6+3-9+k(-3+4-9+2)=0 k=1

2x+3y-z-9+(-x+2y +3z+2)=0 X485y +2z-7=0
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